Martin Serrano Fuentes MATEMATICAS I LE.S. EL BROCENSE

Tema 5: Numeros complejos.

5.1 Introduccion.

e Los nimeros complejos aparecieron al intentar resolver ecuaciones de
ecuaciones en cuya resolucion interviene la raiz cuadrada de un ndmero

negativo. Por ejemplo, la ecuacién: x> +1=0 no tiene ninguna solucién real;
pero, si se define: i =+/—1, entonces la ecuacién anterior tendria ahora por
soluciones: x =1*+/—1 =11 dentro de los nimeros complejos.

e Un n° complejo es una expresion de la forma: a +bi, siendo a y b nimeros

reales, e i =~/ 1 es la unidad imaginaria. El nimero a se llama parte real y el
nimero b, parte imaginaria. Claramente el conjunto de nimeros complejos
engloba al conjunto de nimeros reales IR. Ademds, en este nuevo conjunto,
cualquier ecuacion de segundo grado tiene dos soluciones. Por ejemplo:

+4/-1 61 10i .
ﬁ—6x+&h4h3x:§——giyczx: 2‘:31&
¢ Un nimero complejo z =a + bi se representa a %
— =
partir del punto P =(a,b) mediante el vector OP, e
llamado afijo. El eje horizontal es el eje real y el £
. . e kS P=(a,b)
eje vertical es el eje imaginario. &5
Cualquier nimero complejo puede expresarse en
forma binémica z=a+bi o bien en forma b L
cartesiana z = OP = (a,b). Ejemplos:
a 1
.4 (04 0=(0,0) Eje real

(4.3)

0.4

e Las potencias de la unidad imaginaria se repiten de 4 en 4. Por tanto, para
saber una determinada potencia, basta con dividir el exponente por 4 y

considerar el resto obtenido.
:n sde+r sdc ot (-4)0.'1‘

n|4_ i"=1"" =i%1" =
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i%=1 i‘t=1 it=1 2 -1
i'=i=4+1 i =i=4-1 i =i=4-1 B—j=4-1
i?=-1 i*=-1 i=-1 4=

13 =—i 17 = -11 = 15 ==

5.2 Operaciones en forma binOmica.

e Suma:(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
Ejemplo: 2+3i+(—4+1)=-2+4i
e Resta:(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i
Ejemplo: 2+3i—(—4+1)=6+2i
® Producto: (a +bi)-(c+di)=(ac—bd)+ (bc +ad)i
Ejemplo: (2+3i)-(—=4+i)=-8+2i—12i+3i*=-8-3+(2-12)i=—11-10i
e Cociente: para dividir dos nimeros complejos se multiplican numerador y
denominador por el conjugado del denominador (el conjugado consiste en

cambiar el signo intermedio, o sea, el conjugado de a+biesa+bi).
a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad.

ctdi (ct+dido—di) F+d®  4d®

Ejemplo: 2+31_

—4+1
(2+3i)(—4-i) —-8-2i—12i—3i" —8+3+(-2-12)i —_—5—51
(—4+i)(—4-1) (=4)* =2 16+1 17 17

e Potencia:
(a+bi)* =a’ +2abi+ (bi)* =a’ +2abi + b%*i* = (a* —b*) + 2abi
Ejemplo: (1+3i)* =1+6i+3i*=1+6i—9=-8+6i
e Raiz cuadrada:
Ja+bi=x+yi = a+bi=(x+yi)’ =x> -y’ +2xyi = {Xz _2y2 :2
Xy =

Y se resuelve el sistema.

Ejemplo: v—=5+12i

2 2:_5
N=5+12i =x+yi = -5+12i=(x +yi)’ =x> =y’ +2xyi = oy
2xy =12
yzé:>x2 —¥:—5:>x4—36:—5x2 =x"+5x*-36=0
X X

Hacemos ahora el cambio de variable: z = x*, con lo que la ecuacién pasa a
ser de 2° grado y se obtiene z; y, después: x =+/z. 2> +52—-36=0.

—5+.5" —41(-36) —5+25+144 -5+.169 -5%13 _< z=4
2

Z= =
21 2 2 z=-9
Si z=4 x=+/4=12 Si x=2 y=3
Si z=-9 x =no existe. Es un n° real Si x=-2 y=-3

Luego, las soluciones son: 2+31 'y —-2-3i.
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5.3 Expresion polar de un nimero complejo.

¢ Un nimero complejo z =a + bi queda perfectamente determinado si
conocemos a y b, que son las coordenadas de su vector afijo. También
quedaria determinado el nimero complejo si conocemos el médulo r de su
vector afijo y el &ngulo o que forma con el eje positivo de abscisas. Es decir:

P =(a,b) z=a+bi=r,
r=lz| Siendo r el médulo de z.
b o Y o el dngulo o argumento de z.
0 a
-
r=zj=va’ +b’
Paso de: binémica = polar q |e= arctg; debera ser un dngulo del

cuadrante donde esta el punto P=(a,b).

Sabemos que z=r,

Paso de: polar = bindmica < |a = r'COSOC| ; |b=r-senx

Luego: z=r-cosQ+r-seno:i

Ejemplo: expresar en forma polar el nimero z=3+4i.
r=z|=V3 +4% =4/25=5,a= arctgg =53°07'48,37" = 2 =507u5 37

Ejemplo: expresar en forma bindmica el nimeroz =2, .

5

a:2-Cos30°:2-73:\/§;b:2-sen30°:2%=1:> z=~3+i

5.4 Operaciones en forma polar. Potencias y raices.

® Producto en forma polar:
I,1 = r(cosa+i-senar) r'(cosP +i-senf) =
= r-r'[(cos o.cos B — senosen ) +i (senctcos B+ senP cos ar)] =
= r-r'[cos(o+B)+i-sen(o+B)]= (r-r')

o+
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Es decir, para multiplicar dos nimeros complejos: se multiplican los médulos

4 ’
y se suman los argumentos: [T, Tz = (rr )(x+B

¢ Cociente en forma polar:
r, r(cos o +i-senat) B r(cos a +i-seno}(cos B —isenp) B

Iy  r(cosp+isenp)  r’(cosP+isenB}(cosp—isenf)

B r(cos o.cos B —i-cos orsenf +i-senovcos P —i” -senocsenB)
r'(cos> B—i*sen’B)

B r[(cos ocos B + senaisenB) + i-(senowcos p — cos arsenp)]

- 'l

=L [(cos o cos B+ senaisenB) +i(seno.cos p — senPcos )] =

’

)

r r
Es decir, para dividir dos nimeros complejos: se dividen los médulos y se

¥ r
restan los argumentos: |—, = (—,j
o-p

e Potencia en forma polar:

Por la férmula del producto, tenemos: (r,)"= -1, - -1, =1"w

Es decir, para elevar un nimero complejo a una potencia: se eleva el médulo

y se multiplica el argumento por el exponente: (ra )"= "l

Utilizando la férmula anterior para un nimero complejo de médulo 1, se
demuestra una igualdad trigonométrica conocida como férmula de Moivre:

(la) "=1"sa = (cos 0.+ i-senar) "= cos(nat) + i- sen(nov)

e Raices en forma polar:
Supongamos que queremos calcular la raiz n-ésima de un nimero complejo
2/R, , y supongamos que una de las soluciones es r,. Como VR =1, por

definicién de raiz n-ésima, debera verificarse:

. ) M =R r=4R
(r,) =R = 1" =R, = = B
nao = OC:H

Es decir, para obtener la raiz n-ésima de un nimero complejo: se hace la raiz

del médulo y se divide el argumento por el indice: |3/ Ry =A Rg :

Al hallar una raiz n-ésima de un nimero complejo, aparecen exactamente n
soluciones. Estas soluciones se obtienen sumando multiplos de 360° al 4ngulo
B antes de dividir entre n.

_ B+k360°
- .

- En una raiz cuadrada hay dos soluciones que se diferencian en 180°.

- En una raiz cubica hay tres soluciones que se diferencian en 120°.

- En una raiz cuarta hay cuatro soluciones que se diferencian en 90°.

- En una raiz quinta hay cinco soluciones que se diferencian en 72°.

Es decir, hay n dngulos que se calculan asi: |&
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e Las operaciones en forma polar son especialmente ttiles para hallar potencias
y raices que resultarian mucho maés dificiles de obtener en forma binémica.
Ejemplo: ya vimos al operar en forma bindmica que el cuadrado era:

(1431 =1+6i+3i°=14+6i—9=-8+6i.
Vedmoslo ahora en forma polar:

Siz=a+bi=>r=z|EV12+3° =410 y o=arctg3=71°3354,18".

Es decir, el nimero en forma polar es: z = \/ﬁ 710335418 - SU cuadrado es:

7’ = (JE —— )2 =10,,300745.5 = 10(c0s143°07°48,37" + i-sen143°07'48,37") =
=10(- 0,8 +10,6) = -8 + 6i

Sin embargo, si consideramos potencias mayores, los calculos se complican
notablemente.

Por ejemplo, veamos otra potencia del mismo nimero: (1+3i)°

28 = (V10 ays0ss | =1000405155,+ = 1000(c0s 69°2325,11” +i5en69°23'25,117) =
=1000(0,352+1-0,936) =352 +9361 y seria complicado en forma binémica.

Ejemplo: ya vimos al operar en forma bindmica que la raiz cuadrada del
nimero: z =—5+12i, resultaba: v/—5+12i = +(2+3i) .

Siz=—5+12i =>rdz{(-5F+122=13 y arctg(—%j:112°37'11,51”.

Es decir, el nimero en forma polar es: z =13, ,.;,,, 5, - Su raiz es la siguiente:
\/BIIZ 37'11,51” \/B
56°18'35,76” _
\/7 1/13112 °37°11,517 3 112°37 11251 +360° {\/5236"18’35’76» =
_ [V13(cos56°18'35,76” +15en56°18'35,76") _ [+/13(0,5547 +0,832i)
V13(cos236°1835,76” +1 5en236°18'35,76”) | //13(—0,5547 —0,832i)

2+3i
= { 53 . Que es el mismo resultado obtenido en forma bindémica.
-3i

Sin embargo, si consideramos raices mayores, es imprescindible utilizar la
forma polar para realizar los calculos. Ejemplo: calcular 3/—5+12i

4/13112°37°11,51” %
4 28°09'17,88”
4/13112°37°11,51"+360° 4
/ T NV13180:09'17,88”
4 z 4 s

=4 13 — = =
112737 11,51 4/13112°3711,51"+720° %208009,17 -
———— :

4/13112°37°11,517+1080° 4\/13298009,17’88~
4
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